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1. Das abstrakte Cauchy-Problem

10 = Hy
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Dabei ist der Hamiltonian H : H D D(H) — H ein linearer, dicht definierter und
selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum #, zum Beispiel H = L?(R").
Auch bei zeitabhéngigem H (t) wird ein gemeinsamer Definitionsbereich D(H) fiir alle
t angenommen. Fiir die hier untersuchte Schréodinger Dynamik ist H = —A + V' mit
V einer reellen (i.A. zeitabhéngigen) Funktion, welche auch die Wechselwirkungen der
»,Quanten® beinhalten kann.

Definition 1 Fine Schridinger Dynamik existiert, wenn das Cauchy Problem (1)
fiir alle g € D(H) eine eindeutige Lisung ¥ : R — H hat.

Vorbereitend einige grundlegende Definitionen.

Definition 2 Fin linearer, dicht definierter Operator T : H D> D(T) — H heifit
symmetrisch, wenn fir alle o, € D(T) gilt

(To, ) = {0, TY).
Diese Figenschaft lisst sich noch ausdehnen. Sei D(T*) die Menge aller ¢ € H
fiir die es zugehirige n € H gibt, sodass fiir alle ¢ € D(T)

(T'p, ) = (p,m).

Dies definiert den adjungierten oder dualen Operator T*y) = n auf ganz D(T*). Fiir
solche symmetrischen Operatoren gilt D(T*) 2 D(T). Gilt fiir einen symmetrischen
Operator D(T*) = D(T) so heifit er selbstadjungiert. Wie man leicht sieht ist jeder
beschrdnkte symmetrische Operator somit automatisch selbstadjungiert.

Definition 3 Fin linearer, dicht definierter Operator T : H D> D(T) — H heifit
abgeschlossen, wenn fiir jede Folge v, in D(T) mit ¢, = ¢ € H und T, — & € H
gilt, dass ¢ € D(T) und & = T ist.

Lemma 1 FEin selbstadjungierter Operator A ist immer abgeschlossen.

Beweis. Fiir alle v € D(A) gilt mit den Bezeichnungen aus der Definition von
abgeschlossenen Operatoren (Ap,,v) = (p,, A) und damit im Limes n — oo, dass
(&, ) = (p, A). Damit ist aber ¢ € D(A) und § = Ap. O



Schrédinger Dynamik 2
2. Beschrinkte, konstante Hamiltonians

Fiir die Beschrénktheit geniigt es nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz auch, H als
symmetrisch und auf ganz H definiert anzunehmen, wir kénnten diese Voraussetzung
also ersetzen. Zudem geniigt es fiir beschrinkte Operatoren natiirlich, ,,symmetrisch*
statt ,,selbstadjungiert® vorauszusetzen, da sie ohnehin auf ganz H definiert sind.

Definition 4 Fir einen beschrinkten Operator A definieren wir

oo
A’ﬂ
A._ 4
A=y A
n=0
Wie man leicht sieht liefert dies wiederum einen beschrinkten Operator mit ||e?|| <
Al
ell4ll,

Theorem 1 Im Fall H selbstadjungiert, beschrinkt und zeitlich konstant existiert
eine Schridinger Dynamik mit ¥ (t) = eithwo'

Beweis. Einsetzen der Definition fiir die Exponentialfunktion und gliedweises Differen-
zieren zeigt sofort, dass ¢(t) eine Losung von (1) ist.

Angenommen es existiert eine zweite Losung 1/;(t) mit demselben Anfangswert 1y dann
16st auch deren Differenz ¢ = 1) — ¥ die Differentialgleichung, da H linear ist, und es
gilt ¢(0) = 0. Nun ist aber mit Einsetzen der Schrédinger-Gleichung und dem Wissen,
dass der Erwartungswert eines selbstadjungierten Operators immer reell ist,

Allell? = 2R(p, Op) = —2R(i(, Hp)) =0

also [Jo(t)|| = |l(0)|| = 0 und damit ¢ = 1. Dies zeigt auch, dass der Evolutions-
operator e 'H* unitér ist. O

Da der Hamiltonian in der Quantenmechanik iiblicherweise nicht beschrénkt ist,
kommt dem folgenden Fall besondere Bedeutung zu.

3. Unbeschrinkte, konstante Hamiltonians

Theorem 1 l&sst sich auch fiir unbeschréankte Operatoren formulieren, indem man H
durch eine Folge von beschrinkten Operatoren H) approximiert und dariiber den
beschrénkten, unitiren Operator e~ 7t definiert. Der allgemeinere Fall in Banach-
rdumen wird im Satz von Hille-Yosida behandelt. Als Vorbereitung sind folgende
Lemmate vonnoten.

Lemma 2 (von Neumann Formel) Sei T' ein symmetrischer Operator und z € C
dann gilt

ran(z — T)* = ker(z — T%).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ran(z — T)+ C ker(z — T*). Ein ¢ € ran(z — T)+
erfiillt natiirlich fiir alle ¢ € D(T), dass ((z — T)p,%) = 0 also gleichbedeutend
(T'p, ) = (p, z1p). Damit ist aber nach Definition ¢ € D(T*) und (p, (z —T"*)y) = 0.
Da D(T) dicht in H ist, gilt (Z —T™*)y = 0 und damit ¢ € ker(z — T*).

Fiir die umgekehrte Inklusion kann man denselben Weg riickwiéirts beschreiten. [
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Lemma 3 Sei A ein selbstadjungierter Operator und z € C mit Sz # 0, dann ist
(z — A)~1 beschrinkt und erfiillt

Itz = A)7H < 1927

Anders gesprochen gehoren alle diese z zur Resolventenmenge eines selbstadjungierten
Operators. Das Spektrum liegt somit zur Ginze auf der reellen Achse.

Beweis. Fiir alle ¢ € D(A) gilt

1z = A)plI* = |2 [[911° + | A ]|* — 2{Rz[ (), Av)
> [Pl + [|AY]* — 2[Rz] [l [| A |
= (4w = [R=] [91)? + 2 [l
> Sz wl?
und somit
1z = Al = [z [[4]]- (2)
Die gleiche Ungleichung (2) gilt fir Z — A und damit ist ker(z — A) = {0}. Lemma 2
sagt uns, dass ran(z — A)*+ = ker(z — A), also muss ran(z — A) dicht in H sein. Wir
konnen also einen inversen Operator
(z—A)"'iran(z — A) - H

mit dichtem Definitionsbereich definieren, der wegen 3z # 0 und (2) die Ungleichung
aus Lemma 3 erfiillt und zu einem beschrankten Operator auf ganz H fortgesetzt
werden kann. [J

Theorem 2 Im Fall H selbstadjungiert und zeitlich konstant existiert eine Schro-
dinger Dynamik mit 1 (t) = e~ )y,

Beweis. Wir wihlen A > 0 fiir ¢ > 0 (und entsprechend analog A < 0 fiir ¢ < 0, was
wir nicht extra zeigen) und definieren Hy := —i\ — A\2(i\ — H)~! welches nach Lemma
3 beschrénkt ist und zeigen, dass Hy — H auf D(H) stark konvergiert, wenn || — oco.
Im Anschluss konstruieren wir et als den starken Limes von e 2t auf ganz H.
Im ersten Schritt zeigen wir durch einfaches ausmultiplizieren (i\ — H)H) = iAH und
somit Hy = iA(i\ — H)"'H auf D(H). Die Familie i\(i\ — H)~! ist nach Lemma 3
gleichmifig durch 1 beschrénkt und erfiillt fiir ein ¢ € D(H)

[EXGA = H) ™' — ¢l = [|(GA — H) T Hy|| < ﬁIIHT/JH -0,

wodurch H), — H stark auf D(H) wenn |[A\| — oco. Mit H) beschriankt kann die
Exponentialreihe e 'H#2? wie in Definition 4 konstruiert werden. Diese sind mit der
Ungleichung aus Lemma 3 gleichméfig beschriankt.

iINZ(IA—H) ¢

. 2 : -1
,1H>\tH — o M < e~ M IHIGA=H) 7|l <1

lle e

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese fiir [A\| — oo einen starken Limes haben. Betrachten
wir dazu die Norm von

t
(efiH,\t _ efiH#t) )= / % (efiHAsefiHu(t*S)d,) ds.
0
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Um die tiblichen Eigenschaften der Exponentialfunktion ausnutzen zu kénnen, muss
die Familie {e~12!},_ 5 kommutieren. Dies ist jedoch gewiihrleistet, da offensichtlich
{H)} x>0 eine kommutierende Familie ist.

H(e—iHAt _e—iHHt) z/}H < /t He_iHAse—iH“(t—s)
0

< [t I(Hx = Hu)y||

Fiir |Al,|p] — oo konvergiert dies fiir ¢» € D(H) gegen 0 und die so gewonnene
Cauchy-Folge definiert e 't eindeutig auf ganz D(H). Da die {e 2!}, wie oben
gezeigt gleichméBig beschrinkt sind und D(H) C H nach Voraussetzung dicht ist,
kann das so gewonnene et eindeutig auf einen beschrinkten Operator auf ganz H
fortgesetzt werden.

I(Hx — Hyu)9|| ds

Wir wollen noch zeigen, dass e”* auch fiir unbeschriinkte H unitér ist. Dazu
stellen wir fest, dass nach Definition H} = H_) und nach obigem Ergebnis Hyy — H
auf D(H) gilt. Somit konvergieren aber auch die selbstadjungierten H,y := %(H A+
H_,) — H auf D(H) und wir kénnen e *#* genauso gut damit definieren.

(7 g, ety = lim (e7 T, e TN y) = (p,9)

[A|—o0

Der Evolutionsoperator ist damit unitér, was im folgenden auch gleich ausnutzen.

Fiir die Eindeutigkeit der Losung ¢ (t) = e ity miissen wir zeigen, dass es

keine davon verschiedene direkte Losung ¢ € D(H) mit derselben Anfangsbedingung
1o € D(T) des Cauchy-Problems (1) geben kann. Wir betrachten wie in Theorem 1

Bl g — DO = B0 (Jle™ Mo | + [G(1) I ~ 2R(e ™ o, 3(1)))

Die ersten zwei Terme fallen weg, da der Evolutionsoperator unitir ist und aus
H selbstadjungiert wie in Theorem 1 [|¢(t)|| = const fiir alle ¢ folgt. Im letzten
Term nutzen wir ebenso die Unitaritdt des Evolutionsoperators und wenden die
Zeitableitung somit nur auf den rechten Teil an. Nach Vertauschen von Ableitung
und limy, iiber den der Evolutionsoperator ja erst definiert ist, ergibt sich mit der
Produktregel und Einsetzen der Schrédinger-Gleichung auf D(H) somit

a, (ethz;(t)) — oifit (in;(t) + atzﬁ(t)) —0.
Damit ist auch die Eindeutigkeit gezeigt. [J

Fin interessantes Lemma lésst sich noch notieren, wonach Trajektorien die einmal
in D(H) sind immer in D(H) bleiben und umgekehrt.

Lemma 4 Sei 9(t) eine Schridinger Dynamik wie in Theorem 2. Dann gilt zu allen
Zeiten (t) € D(H) wenn 1o € D(H) und umgekehrt.
Beweis. Wir betrachten He %5 und zeigen, dass man H und das beschriinkte e 1t
vertauschen kann. Somit ist

He_th¢o — e_thHT/)O
und ety damit in D(H). Zuerst schreiben wir die Operatoren als Grenzwerte der
H) Folgen an, wobei wir uns darunter die H(y) Folge aus Theorem 2 vorstellen, bei
welcher egal ist, ob ¢t > 0 oder ¢t < 0.

He Htyy = lim H liin e Hutyy = lim liin Hye Hutyy
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Hier kann man Vertauschen, da {H)} eine kommutierende Familie ist und hat damit
auf D(H)

He—th — e—thH

Wiirde nun fiir ein v ¢ D(H) zu irgendeiner Zeit e ftyy € D(H) gelten, so
koénnte man dieses als neuen Startwert in D(H) auffassen und kommt so zu einem
Widerspruch. Demnach gilt auch die Umkehrung. O

Obwohl die Differentialgleichung in (1) eigentlich nur fir ¢ € D(H) sinnvoll
scheint, kann auf diese Weise eine Losung zum abstrakten Cauchy-Problem fiir alle
Anfangswerte 19 € H durch Evolution mit dem unitiren Operator e~'/* gewonnen
werden. Dies rechtfertigt die {ibliche Praxis, Losungen der Schrodinger-Gleichung als
Wege in L? aufzufassen, obwohl dies nicht dem Definitionsbereich des Hamilton-
Operators entspricht.

Die kritische Bedingung an H ist natiirlich, dass dies ein selbstadjungierter Operator
mit dichtem Definitionsbereich ist. Welche Voraussetzungen dafiir an das Potential V'
gestellt werden miissen, soll der folgende Abschnitt kléren.

4. Bedingungen an ein konstantes Potential V

Ein typisches Beispiel wire der Hamilton eines Atoms mit N Elektronen und punkt-
formigem, fixem Kern mit Ladungszahl Z im Ursprung.

o N, Ze2 e?
H=- E A — g — + E —
i=1 = o gl
= = j
———
A B

Der Operator A wird im Folgenden als Grundbaustein des Hamiltonians angesehen,
der von B nur ,gestort wird. Wir wollen Bedingungen fiir B ableiten, unter denen
fiir A selbstadjungiert auf D(A) auch A + B selbstadjungiert auf D(A) ist.

Lemma 5 (Kriterium fiir Selbstadjungiertheit) Sei T' ein symmetrischer Ope-
rator, dann ist er genau dann selbstadjungiert, wenn ran(T +1) = H.

Beweis. Angenommen T ist selbstadjungiert, dann ist ker(T + i) = {0}, da es sonst
ein 0 # ¢ € D(T) mit Tp = —iyp gébe, welches sofort einen Widerspruch verursacht.

—ip,p) = (v, Tp) = (T, ) = p, )
Nach Lemma 2 ist ran(7 — i)+ = ker(T + 1), also ran(T — i) dicht in H.
Es bleibt noch zu zeigen, dass ran(T — i) abgeschlossen ist. Sei dazu ¢,, € D(T') und
(T —1)pn — 1o. Wir miissen zeigen, dass es ein ¢ € D(T) mit (T —i)po = 1o gibt.
Laut Voraussetzung ist (T' —i)¢,, aber eine Cauchy-Folge, also

”(T - i)((pn - Spm)ll2 = |‘T((Pn — m) —i(en — ‘Pm)HQ

= 1T(on — om)|I? + llon — @mll* —= 0.
Deshalb miissen auch Ty, und ¢, konvergieren und wir setzen ¢y = limp,,. Da T
nach Lemma 1 abgeschlossen ist, folgt 1o = Um(T —i)¢, = (T —1) lim ¢, = (T —1i)¢o
und g € D(T). ran(T + 1) = H zeigt man analog.
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Die umgekehrte Richtung zeigen wir folgendermafien. Sei ¢ € D(T*), dann
existiert wegen ran(T —i) = H ein ¢ € D(T) mit (T — i)y = (T* — i)p. Nun gilt
aber D(T') C D(T*) und somit ¢ — ¢ € D(T™*) und

(T =1)(p —9) = 0.
Wegen Lemma 2 und ran(7 4 i) = H ist aber ker(T* — i) = {0} und deshalb
¢ =1 € D(T). Dies zeigt D(T*) = D(T). O

Definition 5 Seien A, B dicht definierte Operatoren, dann nennt man B einen A-
beschrinkten Operator, wenn

(i) D(B) > D(A) und
(i1) man a,b € R findet, sodass fiir alle ¢ € D(A) : ||Be|| < al|Ag| + b||¢l-
Theorem 3 (Kato-Rellich) Sei A ein selbstadjungierter Operator und B symme-

trisch und A-beschrinkt mit relativer Schranke a < 1, dann ist A+ B selbstadjungiert
auf D(A).

Beweis. Nach dem Kriterium fiir Selbstadjungiertheit miissen wir zeigen, dass es ein
o > 0 gibt, fiir welches ran(A + B £ iug) = H. Der Beweis funktioniert fiir beliebige
1o > 0 genau gleich wie oben fiir o = 1.
Nun gilt fiir alle ¢ € D(A) und g > 0

(A +im)el? = [ Ap| + 2]l
und damit fiir ¢ = (A + i)~ 14 dhnlich wie in Lemma 3

1= [|AA +ip) 7P + 1|l (A + i) P

und damit ||A(A +ix)7 | < 1 und |[(A +ip)~Y| < p~t. Mit der Bedingung, dass B
A-beschrinkt ist, erhalten wir

b
1B+ i)™ | < al AGA-+ i)™+ BI(A +i) 7 Sat

Fiir ein entsprechend grofies uo hat C = B(A + ipup)~! wegen a < 1 damit Norm
< 1. Deshalb ist —1 ¢ o(C), (id + C)~! als Resolvente beschrinkt und somit
ran(id + C) = H. Wegen A selbstadjungiert ist aber auch ran(A4 + ipg) = H und
deshalb gilt auch fiir die Zusammensetzung (id + C)(A +iuo) = A + B + ipg, die auf
D(A) definiert ist

ran((id + C) (A +ipg)) = ran(A + B +ipg) = H.
Analog funktioniert der Beweis mit —ipg. O

Um den quantenmechanischen Fall mit dem Kato-Theorem behandeln zu koénnen,
benstigen wir noch folgendes, eher technisches Lemma.

Lemma 6 Sei ¢ € L*(R") und Ap € L*(R"), also genau im Defintionsbereich des
selbstadjungierten Laplace-Operators D(A), n < 3 und ¢ beschrinkt und stetig. Dann
gibt es fir alle a > 0 ein f > 0 unabhingig von ¢ so, dass

[Pl < aflApll + Bl
Beweis. (wird ausgelassen, zu finden in [Reed-Simon 1975, Th. IX.29]) O

Theorem 4 (Kato) Ein reelles Potential sei mit V € L*(R?) + L®(R3) gegeben,
dann ist —A + 'V selbstadjungiert auf D(A) C L?(R3).



Schrédinger Dynamik 7

Beweis. V ist natiirlich selbstadjungiert auf D(V) = {p : p € L?,Vp € L?} und sei
gegeben durch V =V, + Vo mit V; € L?,V, € L. Damit ist

Vel < Vil llelloo + IV2lloo [l

und deshalb C§°(R3) ¢ D(V). Fiir beliebiges ¢ € C§°(R?) gilt nun aber zusammen
mit Lemma 6

Vel < allVall 1Aell+ (BIVAll + [IValloo)l@ll-
—— —————
a b

Ist ¢ € D(A) so wihlen wir eine Folge in C5°(R?) mit Limes ¢ und nutzen die Abge-
schlossenheit von A nach Lemma 1 um zu zeigen, dass obige Ungleichung immer noch
gilt.

Da nun « beliebig klein gewihlt werden kann, ist V' somit A-beschriankt mit relativer
Schranke a < 1 und mit dem Theorem von Kato-Rellich ist —A + V' selbstadjunigiert
auf D(A). O

Man kann zeigen, dass auch Summen solcher Hamiltonians selbstadjungiert sind,
was das typische Problem aus der Quantenmechanik von Anfang des Kapitels 16st.
Abschlieflend soll noch auf den Definitionsbereich des selbstadjungierten Laplace-
Operators hingewiesen werden, der mit den Schreibweisen aus der Theorie der Sobolev-
R&ume auch so bezeichnet werden kann:

D(A) ={p:p € L*(R"),Ap € L*(R")} = H*(R") = W**(R").

Im Fall eines beschrinkten, offenen Gebietes 2 € R™ muss man fiir den korrekten
Definitionsbereich auch die Randbedingung beachten und erhélt:

D(A) = H*(R™) N HL(R™) = W2(R™) N Wy *(R™).

5. Ausblick

Der physikalisch wichtige Fall eines nichtkonstanten Potentials V() ist damit natiirlich
noch nicht einmal angeschnitten und tatséchlich wird das erforschte Feld ab diesem
Punkt auch wesentlich diinner. Die Existenz von Losungen des urspriinglichen
Cauchy Problems mit V(¢), das auch sich bewegende Singularititen umfasst, wird
in [Yajima 1987] gezeigt. Die erlaubte spezifische Form des externen Potentials ist
hier aber insbesondere von der Dimension des Konfigurationsraums und damit der
Teilchenzahl abhéngig.
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