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Zusammenfassung. Quaternionen und verwandte mathematische Strukturen
finden ein breites Anwendungsspektrum in der Mathematik und der theoretischen
Physik. Hiermit soll ein Uberblick geboten werden, Beispiele werden angefiihrt
und die grundlegenden Konzepte erklart. Der Bogen wird dabei von Geschichtli-
chem iiber die Gruppen SU(2) und SO(3), die Hypersphéren S™ bis hin zu Clifford
Algebren, Spinoren und deren Darstellungen gespannt.

1. Quaternionen

[1, 2] Die Entdeckung der Quaternionen geht auf Sir William Rowan Hamilton zuriick.
Er erkannte als Erster, dass man die komplexen Zahlen, aufler als Losung quadratischer
Gleichungen, auch geometrisch als Punkte in einer Ebene auffassen kann, was damals
eine revolutionédre Sichtweise war. Diese Tupel von reellen Zahlen konnte er mit
einer geeigneten Regel auch multiplizieren und dividieren, sie bilden eine sogenannte
Divisionsalgebra. Hamilton versuchte jahrelang vergeblich eine Divisionsalgebra mit
Tripeln zu bilden. Seine Obsession fiir dieses Thema blieb auch seinen Kindern nicht
verborgen, welche jeden Morgen fragten:

Well, Papa can you multiply triplets?

Doch bis zum 16. Oktober 1843 musste er verneinen. An diesem Tag spazierte er mit
seiner Frau entlang des Royal Canal in Dublin und spéter schrieb Hamilton iiber die
Entdeckung der Quaternionen:

And here there dawned on me the notion that we must admit, in some sense,
a fourth dimension of space for the purpose of calculating with triples... An
electric circuit seemed to close, and a spark flashed forth.

Darauthin ritzte er die Grundgleichung der Quaternionen in den weichen Stein der
Broome Bridge. Heute erinnert eine Plakette daran [3].

2= =k =ijk=—1

Hamilton realisierte, dass es zwar unmoglich ist, eine Divisionsalgebra iiber R? zu
bilden, dies aber mit vier Dimensionen zu realisieren ist. Man kann sich auch eine
Erweiterung der komplexen Zahlen vorstellen, die um eine zusétzliche komplexe
Dimension mit dem Einheitsvektor k ergédnzt werden. Zusétzlich fithrt man j = ki
als weitere komplexe Richtung ein.

z=2z1+ kZQ = (a1 + Zbl) + k(a2 +’Lb2) =a; + Zbl +]b2 + kag
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Komplexe Konjugation wird wie in C durchgefiihrt, nur diesmal fiir drei Dimensionen.
Es gilt also i* = —i,5* = —j und k* = —k. Die Regeln zur korrekten Multiplikation
von Quaternionen kann man nun aus der Grundgleichung auf der Briicke leicht
ableiten.

ij=—ji=k
jk=—kj=i
ki = —ik = j

Im Gegensatz zur Multiplikation von komplexen Zahlen geht also die Eigenschaft der
Kommutativitit verloren. Erweitert man die Quaternionen um eine weitere komplexe
Dimension, legt also den Grundkoérper R® zugrunde, so verliert man auch noch die
Assoziativitdt. Man nennt diese Objekte Oktonionen. Und mit den reellen und kom-
plexen Zahlen, den Quaternionen und den Oktonionen hat man alle Méglichkeiten an
Divisionsalgebren iiber den reellen Zahlen ausgeschopft (Frobenius und Peirce (1878,
1880), Hurwitz (1898), Adams (1958, 1960), Bott und Milnor (1958)).

Die Quaternionen werden mit H, wie Hamilton, abgekiirzt. Die Norm eines
Quaternions wird analog zu den komplexen Zahlen als |z|? = z*z definiert. Es ergibt
sich fiir z = a + b + jc + kd also
|22 = 2%z = 22" = a® + 0> + 2 + d°.

Die Einheitssphére in H soll mit H; abgekiirzt werden. Dies ist die Menge aller
Quaternionen z mit Norm |z| = 1. H \ {0} bildet mit der Multiplikation, dem
Einselement 1 und z~! = 2*/|2|? als inverses Element von z eine Gruppe und H; ist
eine Untergruppe davon. Man stellt auch sofort fest, dass Hy auch als Einheitssphére

im R%, die kurz mit S? notiert wird, aufgefasst werden kann und tatséchlich ist diese
diffeomorph zu H .

2. Die spezielle unitire Gruppe SU(2)

[4] Die spezielle unitire Gruppe SU(2) wird von den komplexen, unitiren 2 x 2-
Matrizen mit Determinante 1 gebildet. Ein beliebiges Element U € SU(2) kann also
immer mit vier reellen Zahlen a, b, c und d angeschrieben werden.
- ( a+ib c+id )
—c+1id a—1b

Zusétzlich gilt det U = a? 4 b2 + ¢ 4+ d? = 1. Wir sehen also, dass wir zu so einem U
immer genau ein z = a+ib+jc+kd € H; finden kénnen. Da sowohl SU(2) als auch Hy
Untermannigfaltigkeiten bilden und diese Bijektion linear ist, sind SU(2) und H; und
damit auch S? zueinander diffeomorph. Ebenso liegt ein Gruppen-Homomorphismus
vor. Wir zeigen zuerst, dass wenn U « z gilt, auch U~! = U < 2* folgt.

t+_( a—ib —c—1d
vl = ( c—id a+ib
Wir sehen also, dass die Vorzeichen b,c und d gegeniiber U gewechselt haben, das
von a aber gleich geblieben ist. Genau so ist es auch bei z und z* der Fall. Deswei-

teren gilt U Uy < 2129, wenn Uy <> z; und Us < z9, wie es von einem Gruppen-
Homomorphismus gefordert wird.
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Jedes Element in SU(2) kann man in eine Linearkombination aus den Pauli-Matrizen
multipliziert mit ¢ und der Einheitsmatrix I zerlegen. Die reellen Komponenten sollen
wieder als a, b, c und d bezeichnet werden und es muss a® + b% + c? + d?> = 1 gelten.

U=a-I+b-iog+c-iocg+d-ioy

Diese Zerlegung entspricht also direkt den Quaternionen, wobei das quaternionische
i in SU(2) durch ios gegeben ist, j durch ioy und k durch io; (man beachte die
umgekehrte Reihenfolge). Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir ios 2 1
die gleichen Relationen wie fiir i, j, k gelten. Auf diese Weise ergeben sich aus allen
z € Hj mit R(z) = a = 0 aus —iU die Spinobservablen, wenn U die dem Quaternion
z zugeordnete SU(2)-Matrix ist.

o ib e+id
_’U__Z<—c+z'd —ib)

b d—ic
= <d+ic b >_d01+c02+b03
Wegen |2]2 = b2 + ¢? + d* = 1 hat die Matrix Determinante 1. Sie hat stets Spur 0
und ist selbstadjungiert.

3. Die Drehgruppe SO(3)

Bisher haben wir gezeigt, dass H; ~ S ~ SU(2) gilt. Nun soll auch noch SO(3), die
Gruppe der Drehung im dreidimensionalen Raum, in dieses Schema eingefiigt werden.
Zuerst muss man sich iiberlegen, wie man SO(3) giinstig parametrisiert. Dies ist
natiirlich mit den Euler-Winkeln ¢, 6,1 moglich. Dabei wird zuerst um einen Winkel
¢ € [0,2n[ um die z-Achse, dann um 6 € [0, 7] um die z-Achse und schlielich um
¥ € [0, 27| erneut um die nun geneigte z-Achse gedreht. Eine andere Moglichkeit ist
die Angabe einer beliebigen Rotationsachse durch einen Einheitsvektor 77 und eines
Drehwinkels ¢, um den dann gedreht wird (Rechte-Hand-Regel). Wird nun ein Vektor
7 durch Anwendung einer SO(3)-Matrix M gedreht, so ergibt sich der resultierende
Vektor 7/ = MT bei dieser Methode als

7' =Fcosp+ (i - 7)(1 — cosp) + (7 X 7) sin .

Wie man anhand dieser Formel sehen kann, bewirkt ein Vorzeichenwechsel bei ¢ und
bei 77 dasselbe, man hat also immer zwei verschiedene Parametrisierungen fiir ein

SO(3)-Element.

Im n#chsten Schritt soll ein Zusammenhang zwischen Quaternionen und Vektoren
hergestellt werden, und zwar schreiben wir fiir z = a + ib + jc + kd ein Tupel aus
dem reellen Skalar @ und einem Vektor ¥ = (b,c,d) € R3, also z = (a, ). Fiir die
Multiplikation und die Konjunktion von Quaternionen gelten dann folgende Regeln.

2129 = (a1, 71)(az, T2) = (a102 — 1 - T2, 0172 + a2¥) + T1 X Ta)

2" =(a,2)" = (a,—%)
Genau diese Substitution der Quaternionen durch Vektoranalysis wurde erstmals von
Gibbs und Heaviside (ab ca. 1881) vorgeschlagen und verdriingte in der Folge die Qua-
ternionen aus den Grundlagenbiichern der Mathematik. Davor kamen in der Mechanik

tatsiichlich Quaternionen zum Einsatz und auch die Maxwell-Gleichungen wurden da-
mit formuliert (allerdings nicht von Maxwell selbst). Das Haupteinsatzgebiet heute



Spaf mit Quaternionen 4

besteht in der Computergrafik, wo sie verwendet werden, um 3D-Drehungen darzu-
stellen, was wir nun demonstrieren wollen.

Es wird nun behauptet, dass einer Drehung des Vektors 7 die Multiplikation des
Quaternions (0,7) mit einem ¢ € H; von links und mit ¢* von rechts entspricht.
Vektoren in R® werden also in H eingefiigt, indem man sie einfach als imaginiren
Anteil auffasst und den Realteil 0 setzt. Auf diese Weise ldsst sich 7 mit einem
Quaternion multiplizieren. Das Dreh-Quaternion ¢ ergibt sich aus 7 und ¢ durch
den einfachen Zusammenhang ¢ = (cos¥,sing i) = exp(¥(ing + jn, + kn.)). Die
Behauptung soll nun iiberpriift werden. Zuvor stellen wir jedoch noch fest, dass
lg|? = cos?£ +sin®£ |7i| = 1 ist und somit ¢ € H; gilt. Um iibersichtlicher schreiben

zu kénnen, sollen die Abkiirzungen ¢ = cos¥ und s = sin¥ verwendet werden.

q(0,7)q" = (¢, 57)(0,7)(c, =5 )
= (—si-7,cT+ s (i x7))(c, —s7)
= (—csit-7+csii-7+ s2(f x 7) - 1,
s2ii- (- 7) + 27+ es (A x 7) — cs (F x i) — 8%(f x 7) x i)
Die ersten zwei Terme kiirzen sich weg und wir benutzen die Vektoridentitdten
(Ax7) -7i=0,7"xA=—-Ax7Fund (A x7) xAd= (" -7)F—F 7A)i=7— (7 7).
q(0,7)q* = (0,28%(7- )i + (c* — s%) 7+ 2cs (71 x 7))

2

Zuletzt ersetzen wir noch 2s? = 1 — cos @, ¢ — 52 = cos ¢ und 2cs = sin .

q(0,7)q* = (0,7(7i - 7)(1 — cos p) + Fcos ¢ + (7T x 7)sinp) = (0,7”)

Somit kann die Drehung im R? statt mit einer Matrix auch durch ein Element in
H; ausgedriickt werden. Umgekehrt entspricht jedes Element in H; einer Drehung,
wobei immer zwei Elemente ¢ und —q dieselbe Drehung ergeben, was man aus der
Formel ¢(0, 7)g* sofort erkennen kann. Damit iiberdeckt H; die Gruppe SO(3) doppelt
und es wurde gleichzeitig auch die doppelte Uberdeckung von SO(3) mit SU(2)
gezeigt. Wir wollen nun SU(2) auch direkt mit den Drehungen in Zusammenhang
bringen, was mit der geleisteten Vorarbeit nicht mehr schwierig ist. Wir miissen nur
die Multiplikation von Quaternionen durch die Multiplikation von SU(2)-Matrizen
ersetzen. Einer Drehung entspricht dabei die unitire Matrix U(7, ) die kurz mit ¢
und s von vorher und in der Zerlegung in {I,i03,i02,i01 } angeschrieben werden soll.
Es ist darauf zu achten, dass die Pauli-Matrizen in & = (03,02,01) in umgekehrter
Reihenfolge vorkommen.

U,p)=cl+isfi-d

Ein Vektor 7 € R? wird nun zuerst nach H {ibertragen und dann mit der obigen Formel
in eine unitire Matrix R umgewandelt, wobei nur R/|7|? auch eine SU(2)-Matrix ist.

—

R=14i7-7
Nun gilt fiir die Drehung mit SU(2)-Matrizen analog zu den Quaternionen
R'=URU' =i &
und man kann die Komponenten von 7 direkt ablesen. Wendet man zwei Drehungen
mit den Quaternionen ¢; und g2 (bzw. den entsprechenden SU(2)-Matrizen) hinter-

einander an, zuerst ¢; dann g¢s, so ergibt sich die gemeinsame Drehung wegen
4565 = (g2q1)" als das Quaternion ¢ = gaq1.
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4. Einfacher Zusammenhang der Gruppen

Durch die Diffeomorphie zu S sind SU(2) und H; einfach zusammenhingend. Das
bedeutet, man kann jeden beliebigen geschlossenen Weg bis auf einen Punkt zusam-
menziehen, die Mannigfaltigkeit hat also keine ,,Loécher“. Wir wollen nun argumen-
tieren, dass diese Eigenschaft nicht fiir SO(3) gilt. Dazu benutzen wir erneut die
Achse-Winkel-Parametrisierung. Jede Drehung soll man sich dargestellt durch einen
Vektor denken. Die Richtung des Vektors ist die Drehachse und die Linge gibt den
Drehwinkel an, der zwischen 0 und 7 variiert (grofere Winkel entsprechen Drehungen
in die entgegengesetzte Richtung, also mit negativer Drehachse). Auf diese Weise er-
halten wir eine solide Kugel im R?, wobei der Ursprung fiir das Einselement in SO(3)
(keine Drehung) steht. Jeder Punkt an der Oberfliche der Kugel repriisentiert eine
Drehung, die identisch mit dem genau gegeniiberliegenden (antipodischen) Punkt ist.
Eine Drehung um 7 um eine bestimmte Drehachse ist identisch mit der Drehung um
7 um die negative Drehachse. Wir konnen also im speziellen den Nordpol N und den
Siidpol S unserer Kugel identifizieren. Ein geschlossener Weg konnte jetzt von N nach
S = N fithren. Wenn wir nun versuchen diesen Weg auf einen Punkt zusammenziehen,
diirfen wir die ,,Endpunkte® nie von der Oberfliche wegbewegen, da der Weg damit
aufbrechen wiirde. Allerdings miissen sie sich auch stets genau gegeniiber liegen, da
der Weg sonst ebenfalls nicht mehr geschlossen ist. Folglich kann dieser Weg nicht auf
einen Punkt kontrahiert werden und SO(3) ist damit nicht einfach zusammenhéngend.

Nun stellen wir uns stattdessen einen geschlossenen Weg in H; vor und zwar soll dieser
folgendermaflen parametrisiert werden, wobei die Drehachse 7 fest gewéhlt wird.
2 )

v(p) = (cosg, sin§ 7i

Der Start- bzw. Endpunkt der Drehung ist y(7) = (0,7), was dem vorher gewihlten
Nordpol entsprechen kénnte. Von N gehen wir bis ¢ = 27, zum Ursprung (1,0), und
weiter bis ¢ = 3w, was S entspricht. Nun ist der Weg in SO(3) zwar wegen S = N
geschlossen, in H; jedoch sind (0,7) und (0,—#) durchaus verschiedene Elemente.
Also gehen wir weiter wieder zuriick zum Ursprung und landen bei ¢ = 57 wieder
am Ausgangsort N. Wenn wir nun versuchen diesen doppelten Weg in SO(3), von
N nach S und wieder zuriick, zusammenzuziehen, so gelingt uns das plotzlich sehr
einfach! Ursache fiir diese seltsame Eigenschaft von SO(3) ist wieder die doppelte
Uberdeckung durch SU(2) bei der immer zwei Elemente in SU(2) fiir eines in SO(3)
stehen.

¢ € [, 5m]

5. Gekimmte Kugeln

Man nennt eine glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n parallelisierbar, wenn man
n Vektorfelder auf M finden kann, die an jedem Punkt p € M linear unabhingig sind,
also eine Basis des Tangentialraums bilden. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussa-
ge, dass das Tangentenbiindel 7'M global von der Form M x R™ ist. Ein klassisches
Problem ist die Bestimmung jener n, bei denen die Sphire S™ parallelisierbar ist.
Anschaulich ist eine Sphéire dann parallelisierbar, wenn man alle Punkte gleichzeitig
durch Drehen der Sphére glatt bewegen kann. In einem anderen Bild stellt man sich
die Kugel behaart vor (die Haare bilden sozusagen das Tangentialvektorfeld) und fragt
sich, ob sie durchgehend und ohne Wirbel gekdmmt werden kann.
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Im Fall n = 1 ist das Problem einfach zu l6sen. Man stellt sich einfach einen rotieren-
den Einheitskreis vor und schon hat man eine glatte Bewegung aller Punkte. Bei der
Wahl S! ~ C; = {z € C : |2| = 1} kann eine solche Drehung ganz einfach durch die
Multiplikation mit einem beliebigen Element z € C; \ {1} erreicht werden. Und genau
darin liegt auch das Geheimnis der Parallelisierbarkeit, denn die Einheitssphére einer
Divisionsalgebra ist immer parallelisierbar. Dies fithrt uns sofort zur Vermutung, dass
die einzigen parallelisierbaren Sphiren S' ~ C;,S® ~ H; und S7 ~ O; (Oktonionen
mit Norm 1) sind.

Die Drehung in Hj verlduft analog zu jener in C;. Wir wéhlen ein Element a € H;
mit a # 1. Nun ist az € H; V2 € H; da aus |a| = 1 und |z| = 1 auch |az| =|a|-|z| =1
folgt. Da es zu jedem Element z € H; ein eindeutiges Inverses z—! = z* gibt, folgt
az # z fiir a # 1 und z # 0. Damit ist eine glatte Drehung gefunden, die kein Element
von H; unbewegt lésst.

6. Clifford Algebren

[5, 6, 7] P.A.M. Dirac sah sich bei der Suche nach seiner relativistischen Theorie
des Elektrons mit dem Problem konfrontiert, eine Lorentz-invariante Wellengleichung
D1 = A\ zu finden, die mir der Klein-Gordon-Gleichung [y = Ay kompatibel ist. Die
Forderung nach Kausalitét erfordert, dass D ein Differentialoperator erster Ordnung
in der ,,Zeitkoordinate“ ist. Da es iiberdies keine ausgezeichnete Zeitkoordinate geben
darf, folgt daraus, dass D in allen Variablen erster Ordnung ist. Im Wesentlichen
suchte Dirac also nach einem Differentialoperator D von erster Ordnung, der quadriert
den d’Alembert-Operator ergibt. Man erreichte dies, indem man die komplexwertige
Wellenfunktion v durch ein n-Tupel solcher Funktionen ersetzte ¥ = (¢, ..., ). Fiir
D gilt dann D = v#9,, mit 7Y, ...~3 n x n-Matrizen. Die Forderung

O
D? =
O
fithrt zu den Gleichungen
YA A =2
Dies wird oft als definierende Gleichung fiir die Verkniipfung in einer Clifford Algebra

angegeben, mathematisch kann das Konzept jedoch auch allgemeiner formuliert wer-
den.

Eine Clifford Algebra, die einem Vektorraum V und einer darauf definierten
quadratischen Form ¢ zugeordnet ist, ist eine assoziative Algebra die folgendermafien
definiert wird. Sei

TV)=) KV
n=0

die Tensoralgebra von V und Z,(V) =7 (V) ® span{fv @ v+ ¢(v) : v € V} @ T(V) ein
durch ¢ definiertes Ideal. Dann ist die Clifford Algebra C¢(V, q) der Quotient

CUV,q) = T(V)/Zy(V).
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Einfacher gesagt wird in der Clifford Algebra das Produkt von einem Vektor mit sich
selbst immer als —q(v) definiert. Die Clifford Algebra wird also durch den Vektorraum
V und der Identitdt 1 (der Skalar) generiert und das Produkt von zwei Element
unterliegt der Einschrankung

v? = —q(v) YveV.
Die Elemente des Vektorraums V' werden als 1-Vektoren bezeichnet. Das Produkt von

zwei 1-Vektoren liefert im Allgemeinen einen Vektor hoherer Ordnung. Fiir ¢ = 0 ist die
Clifford Algebra isomorph zur Graffmann Algebra (dufiere Algebra) C¢(V,0) ~ A*V.

Wir konzentrieren und auf den Spezialfall g(v) = (v,v), mit (-,-) einer nicht-
degenerierten, symmetrischen Bilinearform mit Signatur (r,s). Das heifit nach Wahl
einer Basis {e;} gibt r die Anzahl der positiven (e;, e;) und s die Zahl der negativen
(es,e;) an. Wir schreiben fiir einen reellen Vektorraum mit solcher Bilinearform kurz
R™*® und fiir die dazugehorige Clifford-Algebra CY4, ;. Es muss gelten

V1V + Vv = —2(v1,v2) Vv, ve €V
und speziell fiir eine Orthonormalbasis
0 fir i
eiej + eje; = —2n;; mit n;; = 1 fir 1<i<r

-1 fir r<i<r+s.
Die e; bilden also eine Basis innerhalb der 1-Vektor-Untermenge der Clifford Algebra,
die gleichzeitig dem Untervektorraum V' entspricht, von dem wir urspriinglich aus-
gegangen sind. Der 2-Vektorraum wird von den (g) (n = dim V') unterschiedlichen

1 1 . .
eij = eje; = i(eiej —eje;) + 5( i€j +eje;) miti#j

eiNej —(ei,e;j)=0

aufgespannt. Wie man sieht gilt e;; = —ej;, da nur der asymmetrische Anteil
e; A e; librig bleibt, der fiir das von e; und e; aufgespannte Parallelogramm steht.
Natiirlich lassen sich so auch 3-Vektoren usw. konstruieren, bis man beim wieder
eindimensionalen n-Vektorraum angekommen ist (die Dimensionen ergeben sich als
Reihe in einem Pascalschen Dreieck). Dessen Basiselement e, = ejes...e, wird
als Pseudoskalar oder (orientiertes) Volumselement bezeichnet. Die Dimension einer
Clifford Algebra ergibt sich bei dim V' = n stets als

(i) =

i=0
Die Clifford Multiplikation zwischen v € R™® und ¢ € (¥, ldsst sich wie schon
angedeutet, in dufleres Produkt (Dachprodukt) und inneres Produkt (Kontraktion)

zerlegen.

VO =UVANp—vLP

7. Darstellung von Clifford Algebren

[8] Die Darstellung einer Algebra entspricht der Einbettung in die Algebra der Endo-
morphismen eines Vektorraums, also der Matrixalgebra die auf diesem Vektorraum
operiert. Dabei konnen die Matrizen reelle, komplexe oder quaternionische Eintrége
haben. Man kann zeigen, dass jede Clifford Algebra zur einer Matrixalgebra oder der
direkten Summe zweier Matrixalgebren iiber R, C oder H isomorph ist.
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7.1. Clag

Die Quaternionen sind, wie man leicht sehen kann, isomorph zur Clifford Algebra
Cly . 1 ist der Skalar, 7 und j sind die Basis des 1-Vektorraums und k = ¢j ist der
Pseudoskalar. Jedes Element der Clifford Algebra kann nun als Linearkombination
von 1,1, 7 und k, also als Quaternion, geschrieben werden.

7.2. Cls g

Sucht man eine Darstellung fiir Cl3, so kann man ebenfalls auf Quaternionen
zuriickgreifen, diesmal jedoch auf H @ H (dieses hyperkomplexe Zahlensystem wurde
von Clifford als Biquaternionen bezeichnet). Dies sind die quaternionischen 2 x 2-
Matrizen vom Typ
0
QZQ1@Q2=<%1 ) q1,q2 € H.
q2
Der Skalar ist durch I =1 & 1 gegeben, eine Basis des 1-Vektorraums durch
e1 =1% (_i)aeQ = .7 S (—j),€3 =k@ (_k)
Damit werden die drei Basisvektoren des 2-Vektorraums zu
e12=k®k,ex3 =1Di,e3 =jDJ.

7.3. Cly 3

Die Darstellung von C¢y 3 ist uns ebenfalls schon in Gestalt der Pauli-Matrizen
begegnet. Wir wihlen I als Skalar, e; = oy, die 07 = I erfiillen. Die 2-Vektoren
ergeben sich dann als e;; = ¢, mit 4, j, k zyklisch. Der Pseudoskalar schliefSlich ist /.
Diese Algebra ist isomorph zu C ® H und wird auch als Pauli-Algebra bezeichnet.

7.4. Clys

Physikalisch besonders interessant sind C¢; 3 und C?3 1, da hier die Minkowski-Metrik
der 4-dimensionalen Raum-Zeit die Struktur der Clifford Algebra bestimmt. Eine
Darstellung findet man in R(4), den reellen 4 x 4-Matrizen, die Majorana Pinoren
genannt werden. Die 1-Vektoren sind

60:I®i0'2, 61:O'1®O'3, 6210'3@0'3, 63:I®01.

7.5. Cls,

Ist die Metrik vorwiegend positiv, so gilt C'¢3 1 ~ H(2), wir finden also eine Darstellung
in den quaternionischen 2 x 2-Matrizen.

(0 &k (0
“a={r o) 2701, o0
(0 i (1 0
“=li o) 2o 41

Diese entsprechen genau den komplexen 4 x 4 Matrizen «; und ( aus der Dirac-
Gleichung. Fiir a3 21 muss man ¢, j, k wieder durch o3 5 ; ersetzen und fiir 5 die 1 in
e4 durch die 2 x 2-Einheitsmatrix /. Die y-Matrizen nach Bjgrken-Drell ergeben sich
dann als v* = —ifa; und v° = 3.

0 __ IO i 0 ag;
T=\Vo 1) 7=\ 6, 0
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8. Die Gruppen Pin und Spin

Wir betrachten den Automorphismus « auf einer allgemeinen Clifford Algebra.
a:CUV,q) — CUV,q)

Dieser ist als Erweiterung der Abbildung a(v) = —v auf V auf die ganze Clifford
Algebra zu verstehen. Da o? = id gibt es eine Zerlegung

CUV,q) = CLO(V,q) ® CL(V, q)

mit CC(V,q) = {p € CUV,q) : a(p) = (—=1)%p} den Eigenrdumen von a. CL°(V,q)
ist der gerade Teil der Clifford Algebra und bildet eine Unteralgebra, C¢1(V, q) ist der
ungerade Teil. Weiters sei P(V, ¢) als die von den 1-Vektoren v mit g(v) # 0 generierte
Lie Gruppe definiert.

P(V,q) ={v1- v, :q(v; €V) #0}

Wir definieren die adjungierte Darstellung, ein Automorphismus auf C¢(V, q), als

Ad,(z) = gt

Dabei ist ¢ = vy---v, € P(V,q) und ¢~ = (=1)"/(q(v1) -+ q(vn)) vy - - - v1. Man
kann also sofort folgern

Ad,(z) = (Ady, 0...0Ad,,)(x).
Fiir v, w € V mit g(v) # 0 gilt wegen v = —v/q(v) und vw +wv = —2¢(v,w) (wobei
2¢q(v,w) = q(v 4+ w) — q(v) — ¢(w) die Polarisation von ¢ ist)
vwv v q(v,w)
— = ——(vw + 2¢(v,w)) = —w + 2
a) a2 )
Die Abbildung —Ad, entspricht der Spiegelung von w an der Hyperebene vt =
{u € V : q(v,u) = 0}. Demnach ist Ad,(V) = V und es ist nur natiirlich nach
den Elementen ¢ € C(V,q) zu fragen, so dass Ad, (V) = V gilt. Diese entsprechen
nun genau der Gruppe P(V,¢). Man kann leicht sehen, dass fiir v € V mit g(v) # 0
die Abbildung Ad, die quadratische Form ¢ erhilt.

(Adyq)(w) = q(Ady(w)) = g(w) VweV

Somit finden wir mit der orthogonalen Gruppe O(V,q) der Form ¢ eine Darstellung
fiir P(V,q).

Ad,(w) = vwv™! = —

Ad X
P(V,q) — O(V,q) ={A € GL(V) : \"q¢ = q}
Im Fall A € O, ; erfiillt die Matrix die Relation ATGN = G mit
G=diag(+,+...,—,—...).
—— ——
T S

Beschriinkt man sich auf die Gruppe SP(V,q) = P(V,q) N C°(V,q), so entspricht
nun Ad, mit ¢ € SP(V,q) wirklich einer geraden Anzahl von Spiegelungen. Da jede
einzelne Spiegelung an einer Hyperebene det(—Ad,) = —1 hat, muss det(Ad,) = +1
sein. Das bedeutet, die Gruppe SO(V, q) ist eine (surjektive) Darstellung von SP(V, q).

i
SP(V,q) 2% SO(V,q) = {\ € O(V) : det A = +1}

i Eine surjektive Darstellung von P(V,q) findet man mit Ad, welches durch Avdgo(cc) = a(p)ze!
definiert ist, statt mit Ad. Auf SP(V,q) sind Ad und Ad hingegen dquivalent.
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Die Pin Gruppe ist nun als die Untergruppe Pin(V, q) von P(V,q) definiert, die von
den Elementen v € V mit g(v) = 1 generiert wird. Die Spin Gruppe ist dann

Spin(V, q) = Pin(V, ¢) N ceow, q) ={v1- vy i q(v; € V) =£1}.

Eine Darstellung von C/(V,q) liefert uns somit automatisch eine Darstellung von
Pin(V,q) und Spin(V,q). Auch wenn diese fir C¥¢(V,q) irreduzibel ist, kann sie
fiir Spin(V,q) durchaus reduzibel sein. Eine irreduzible Darstellung von C¢°(V,q)
bleibt jedoch auch fiir Spin(V,q) irreduzibel. Eine solche Darstellung heifit Spinor
Darstellung, jene fiir C4(V,q) Pinor Darstellung. Fiir den Spezialfall Spin, 5 gilt

Pings ={v1---v,:q(v; €V)= -1}

06873 = span{l, ejeq, eses, eze1 } ~ span{l,ios,io1,i09}

Sping 3 = Ping 3 N 06873
~{a-T+b-iog+c-iog+d-ioy :a®> + b+ +d*> =1}
~ SU(2)
~ Hj.

Aus der Definition der adjungierten Darstellung geht hervor, dass Ads, = Ad, mit
t € k, dem Korper iiber dem der Vektorraum V' definiert ist. Somit sollte es moéglich
sein, jedes v mit g(v) # 0 auf die Linge 41 zu normieren. Da q¢(tv) = t?q(v) = +1
gelten soll, muss man dazu die Gleichung ¢?> = +a mit a > 0 16sen, was im Fallk = R, C
auch stets moglich ist. In einem solchen Fall ist also durch Ad eine Darstellung fiir
Pin und Spin gegeben.

Pin(V,q) =% O(V,q)

Spin(V, ) =% SO(V,q)

Da die Darstellung von Spjn(V, q) wie jene von SP(V,q) surjektiv ist, wurde im
Speziellen auch wieder die Uberdeckung von SO(3) mit SU(2) abgeleitet.
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